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Sur les solutions des équations différentielles linéaires d’ordre infini et a4 coefficients con-
stants. (French) [JFM 55.0857.04

Annales Ecole norm. (3) 46, 25-53 (1929).

Verf. behandelt die Differentialgleichung

1) Ayl =y+ay +oy’ + - +ey™ +-- =0,

in der die ¢, Konstanten sind, unter der Voraussetzung, dafs die “erzeugende Funktion”
(2) fu) =1+ cru+ cou®+ -

eine ganze Funktion von bestimmtem Typus I" der Ordnung 1 ist.

1. Ist A eine p-fache Nullstelle von (2), so ist
y=e¥Q(2),

wo (z) ein beliebiges Polynom von hochstens (@ — 1)-tem Grad sein darf, eine Lésung von (1); Verf.

nennt sie eine Fundamentallésung. Zunéchst zeigt er, dafl ganz allgemein das Konvergenzgebiet einer
Reihe der Form Y e*#Q,,(z), falls nur

(14, bedeute den Grad von @, (z); fiir I' = 0 ist diese Bedingung stets erfiillt), ein konvexes Gebiet ist,
das durch die Folge der Zahlen

(v)
C, = Max @n_(0)
v=0,...,1n, l/!

festgelegt ist. Im Innern ist die Konvergenz sogar absolut und gleichméfig. Dieses Ergebnis wird noch
etwas erweitert und verschérft.

2. Nach einigen Hilfsbetrachtungen {iber ganze Funktionen wird unter der Voraussetzung, daf f(u) vom
Normaltypus I' (type moyenne I') der Ordnung 1 ist, das Verhalten von A[g(z)] untersucht, wobei g(z)
irgendeine holomorphe Funktion bedeutet. Ist g(z) in |z — 29| < I' + h, b > 0, regulér, so ist A[g(z)]
in |z — zo| < h reguldr. Ist A[g(z)] reguldr und iiberdies A[g(z)] = 0, so heifst g(z) eine Losung von
(1). Also folgt: Ist g(z) in der Umgebung eines Punktes zy Losung von (1), so auch in dem mit 2
zusammenhdngenden Teilgebiet seines Holomorphiebereiches ©, dessen Rand vom Rand des Bereiches ©
den Abstand I' hat; fiir I' = 0, d. h. f(u) vom Minimaltypus der Ordnung 1, also im ganzen Bereich
®. In einem &hnlich konstruierten Teilgebiet, bei dem nur der Abstand I" durch einen anderen, ebenfalls
durch die funktionentheoretischen Eigenschaften von f(u) bedingten Abstand {2 zu ersetzen ist, und das
iiberdies einfach zusammenhéngend ist, 1d#t sich eine Losung darstellen als Summe einer gleichméfig
konvergenten Reihe, deren Glieder Aggregate von Fundamentalldsungen sind. Fiir einen Kreis um zg
ergibt sich speziell eine Entwicklung der Form

3) g9(2) =Y Qu(2).

Die Berechnung der “Dirichletschen Polynome” @, (z) wird durchgefiihrt; sie sind bei gegebenem f(u)
durch die Stelle zg und die Losung g(z) eindeutig bestimmt. Ist I" = 0, so gilt die Formel (3) in einem
einfach zusammenhingenden Teilgebiet von ® genau dann, wenn die rechtsstehende Reihe in diesem
Teilgebiet absolut konvergiert.

3. Untersuchung des Zusammenhanges, der zwischen den Lésungen von Afy] = A;-As[y] und den Losungen
von A;[y] = 0 besteht, wenn die erzeugende Funktion von A das Produkt der erzeugenden Funktionen
von A; und Aj ist. Z. B. ist eine holomorphe Lésung von A;[y] = 0 auch Losung von Afy] = 0, und ihre
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Dirichletschen Polynome sind beide Male dieselben.

4. Besonders werden die ‘“reguldren Gleichungen” untersucht; das sind solche, bei denen die Folge der
Nullstellen A, von f(u) der Bedingung

[Antpn| = [An] > wMax (fn, tntp,) (w positive Konstante)

unterworfen ist. Ist insbesondere I' = 0 und

lim A 1ogAnl _ 0,

n—00 |)\n|

so lafst sich jetzt jede Losung g(z) in eine Reihe, deren Glieder Fundamentallésungen sind, entwickeln,
und diese Entwicklung konvergiert im ganzen Existenzbereich von g(z) die Grenze des Konvergenzgebiets
ist also singuldre Linie. Ist aber f(u) nur vom Normaltypus, so gelten auch nur schwichere Aussagen.

5. Ferner werden ganze transzendente Losungen von (1) betrachtet. Ist f(u) vom Normaltypus, so gilt
fiir M(r) = Max|,—, |g(2)| die Abschitzung

lim M > 0, oder genauer lim M

r—00 T r—00 r

> U,

wenn g(z) selbst hochstens vom Normaltypus der Ordnung 1 und f(w) in |u| £ U nullstellenfrei ist.

6. Den Schluf bilden Bemerkungen iiber nicht-analytische Losungen, sowie iiber den Fall, daf f(u) vom
Maximaltypus der Ordnung 1 ist. (IV 4, 7, 10.)

Reviewer: Miiller, M., Dr. (Heidelberg)
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